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Conceitos Elementares

Definição

Um sistema dinâmico é função f : X → X , onde X é um espaço métrico.

Para cada x ∈ X , queremos estudar as propriedades da sequência

f 0(x) = x , f 1(x) = f (x), f 2(x) = f (f (x)), f 3(x) = f (f (f (x))), . . . .



Conceitos Elementares

Definição

Se x ∈ X , então {f k(x) : k ≥ 0} é a órbita de x .

Definição

Seja p ∈ X .

i. Se f (p) = p, então p é um ponto fixo.

ii. Se f n(p) = p para algum n ≥ 1, então p é um ponto periódico de peŕıodo n.

iii. Se f n(p) = p para algum n ≥ 1 e f k(p) 6= p para todo 1 ≤ k < n, então p é um ponto

periódico de peŕıodo primo n.

O conjunto dos pontos periódicos será denotado por Per(f ) e o conjunto dos pontos periódicos

de peŕıodo primo n será denotado por Pern(f ).



Conceitos Elementares

Definição

Se p é um ponto periódico de peŕıodo n, então B(p) = {x ∈ X : limk→∞ f kn(x) = p} é a

bacia de atração de p. Além disso, B(∞) = {x ∈ X : limk→∞ |f k(x)| =∞} é a bacia de

atração do infinito.

Definição

Sejam f : R→ R uma função de classe C1 e p um ponto periódico de peŕıodo n. Se

|Df n(p)| < 1, dizemos que p é um ponto atrator. Além disso, dizemos que uma órbita é

atratora se ela contém um ponto atrator.

Teorema

Sejam f : R→ R uma função de classe C1. Se p um ponto atrator, então existe uma

vizinhança de p contida na bacia de atração de p.
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Faḿılia Quadrática

Considere a faḿılia de funções h : R→ R dadas por

h(x) = µx(1− x),

onde µ > 1. Essa faḿılia de funções é conhecida por faḿılia quadrática.

Figura 1: Gráficos de h para µ = 2, µ = 3 e µ = 4.
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Faḿılia Quadrática: Estudo Inicial

Proposição

Se µ > 1, então h(0) = 0 e h(pµ) = pµ, onde pµ = µ−1
µ .

Proposição

Se µ > 1, então limk→∞ hk(x) = −∞ para todo x /∈ [0, 1].

Proposição

Se 1 < µ < 3, então limk→∞ hk(x) = pµ para todo x ∈ (0, 1).

Desse modo, se 1 < µ < 3, então

B(0) = {0, 1}, B(pµ) = (0, 1) e B(∞) = (−∞, 0) ∪ (1,∞).
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Faḿılia Quadrática: Conjuntos de Cantor

Se µ > 4, então existem pontos em [0, 1] cujas órbitas não estão contidas em [0, 1]. Portanto,

seja

Λn = {x ∈ [0, 1] : hn(x) ∈ [0, 1]}

para cada n ≥ 1. Definindo

Λ =
∞⋂
n=1

Λn,

podemos restringir o estudo da dinâmica de h em Λ.



Faḿılia Quadrática: Conjuntos de Cantor

Proposição

Se µ > 4, então

1. Λn é a união de 2n intervalos fechados disjuntos.

2. hn : [a, b]→ [0, 1] é bijetora, onde [a, b] é um dos intervalos que formam Λn.

Figura 2: Gráficos de h, h2 e h3 para µ = 4.1.



Faḿılia Quadrática: Conjuntos de Cantor

Para facilitar as demonstrações, consideramos µ > 2 +
√

5.

Lema

Se µ > 2 +
√

5, então existe ν > 1 tal que

1. |Dh(Λ1)| > ν,

2. b − a < 1
νn , onde [a, b] é um dos intervalos que formam Λn.

Teorema

Se µ > 2 +
√

5, então Λ é um conjunto de Cantor.

Observação

Esse teorema é válido para 4 < µ ≤ 2 +
√

5, porém a demonstração é mais complicada.
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Faḿılia Quadrática: Caos

Definição

Seja f : X → X uma função. Dizemos que f é topologicamente transitiva se dados x , y ∈ X e

ε > 0, existem z ∈ X e k ≥ 0 tais que |x − z | < ε e |y − f k(z)| < ε.

Proposição

Se µ > 2 +
√

5, então h|Λ é topologicamente transitiva.



Faḿılia Quadrática: Caos

Definição

Seja f : X → X uma função. Dizemos que f depende sensivelmente das condições iniciais se

existe δ > 0 com a seguinte propriedade: dados x ∈ X e ε > 0, existem y ∈ X e k ≥ 0 tais

que |x − y | < ε e |f k(x)− f k(y)| > δ.

Proposição

Se µ > 2 +
√

5, então h|Λ depende sensivelmente das condições iniciais.



Faḿılia Quadrática: Caos

Definição

Seja f : X → X uma função. Dizemos que f é caótica se as seguintes condições são válidas:

i. Per(f ) é denso em X .

ii. f é topologicamente transitiva.

iii. f depende sensivelmente das condições iniciais.

Teorema

Seja f : X → X é uma função cont́ınua, onde X é um conjunto infinito. Se Per(f ) é denso em

X e f é topologicamente transitiva, então f é caótica.



Faḿılia Quadrática: Caos

Teorema

Se µ > 2 +
√

5, então h|Λ é caótica.

Observação

Esse teorema é válido para 4 < µ ≤ 2 +
√

5, porém a demonstração é mais complicada.
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Faḿılia Quadrática
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Faḿılia Quadrática: Conjugação Topológica

Definição

Sejam f : X → X , g : Y → Y e τ : X → Y funções. Dizemos que f e g são topologicamente

conjugadas por τ se as seguintes condições são válidas:

i. τ é um homeomorfismo.

ii. τ ◦ f = g ◦ τ .

x ∈ X f (x) ∈ X

τ(x) ∈ Y τ(f (x)) = g(τ(x)) ∈ Y

τ

f

τ

g



Faḿılia Quadrática: Conjugação Topológica

Proposição

Sejam f : X → X e g : Y → Y funções. Se f e g são topologicamente conjugadas, então

1. Per(f ) é denso em X se, e somente se, Per(g) é denso em Y .

2. f é topologicamente transitiva se, e somente se, g é topologicamente transitiva.



Faḿılia Quadrática: Conjugação Topológica

Lema

A função T : [0, 1]→ [0, 1] dada por

T (x) =

2x , x ∈
[
0, 1

2

]
2− 2x , x ∈

[
1
2 , 1
]

é caótica.

Teorema

Se µ = 4, então h e T são topologicamente conjugadas.

Corolário

Se µ = 4, então h é caótica.
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Faḿılia Quadrática: Bifurcação

Definição

Seja fλ uma faḿılia parametrizada de funções no parâmetro λ. Dizemos que essa faḿılia sofre

uma bifurcação em λ0 se existe ε > 0 com a seguinte propriedade:

se λ1 ∈ (λ0 − ε, λ0) e λ2 ∈ (λ0, λ0 + ε), então fλ1 e fλ2 não são topologicamente conjugadas.



Faḿılia Quadrática: Bifurcação

Exemplo

A faḿılia Eλ de funções dadas por Eλ(x) = ex+λ sofre uma bifurcação em λ0 = −1.

Figura 3: Gráficos de Eλ numa vizinhança de 1 para λ = −1.1, λ = −1 e λ = −0.9.

Uma bifurcação com essas caracteŕısticas é chamada de bifurcação tangente.



Faḿılia Quadrática: Bifurcação

Exemplo

A faḿılia quadrática sofre uma bifurcação em µ0 = 3.

Figura 4: Gráficos de h2 numa vizinhança de pµ para µ = 2.9, µ = 3 e µ = 3.1.

Uma bifurcação com essas caracteŕısticas é chamada de bifurcação com duplicação de peŕıodo.
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Teorema de Sharkovsky

Definição (Ordenação de Sharkovsky)

3 . 5 . · · · . 2 · 3 . 2 · 5 . · · · . 22 · 3 . 22 · 5 . · · · . 2k · 3 . 2k · 5 . · · · . 22 . 2 . 1.

Teorema (Sharkovsky)

Seja f : R→ R uma função cont́ınua. Se Pern(f ) 6= ∅, então Perm(f ) 6= ∅ para todo n . m.

Teorema

Se n ≥ 1, então existe uma função f com as seguintes propriedades:

1. Pern(f ) 6= ∅.
2. Perm(f ) = ∅ para todo m . n.
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Teorema de Singer

Definição (Derivada de Schwarz)

Seja f : R→ R uma função de classe C3. A derivada de Schwarz de f é a função

Sf : R\Cf → R dada por

Sf (x) =
D3f (x)

Df (x)
− 3

2

(
D2f (x)

Df (x)

)2

,

onde Cf = {x ∈ R : Df (x) = 0}.

Estamos interessados em funções que possuem a derivada de Schwarz negativa.

Exemplo

Se µ > 1, então Sh(x) = −6(1− 2x)−2 < 0 para todo x 6= 1
2 .



Teorema de Singer

Teorema (Singer)

Se Sf < 0 e f possui n pontos cŕıticos, então f possui no máximo n + 2 órbitas periódicas

atratoras.

Corolário

Se µ > 1, então h possui no máximo 1 órbita periódica atratora.
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